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12.1 Structure algébrique

@ Produit géométrique : vecteurs u et v

UV=U-V+uAv (12.1))

@ Produit intérieur : symétrique (scalaire) produit scalaire

1
u-’v:’v-uzi(qur’vu) (12.2)J

@ Produit extérieur : antisymétrique (bivecteur) dual du produit vectoriel

1

u/\v:—v/\u:§(uv—vu) (12.3)J

Le produit extérieur est associatif et non le produit vectoriel.

e Base orthonormée : espace en 3D : {é1, é5, €3}

86, =8 -8 +é& Né, (12.4)
&l =€, 6, =&, & = et & Né =0 (12.5)
(éz éj)2 — éz éj éz éj = — éz éz éj éj =—1 s1 éz . éj =0 (126)
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12.1 Structure algébrique

o Algébre géométrique : G® : 8 éléments de base (2°)

© 1 scalaire: 0D scalaire °1 point orienté

1

vecteur é, droite orientée

@ 3 vecteurs: 1D

~ ~ ~ bivecteur é1 A &, )
€1, €2, €3 €2

© 3 bivecteurs : 2 D > f A

(] 2 €1

€1\ éy = €1 é5 plan orienté
~ o ~ A espace NI
ez \ ez = €z e orienté cLnenes
éz \Né1 = é3é;

© 1 pseudoscalaire : 3 D

A

I =é1 N\Néx N\ éz =¢€qéseés € pseudoscalaire

@ Pseudoscalaire : isomorphe au nombre imaginaire ¢

I? = (&1 Néy Né3)” = (é16283)° (12.7)

Dr. Sylvain Bréchet 12 Algebre géométrique



12.1 Structure algébrique

e Algébre géométrique : G> : base : 8 éléments

{1,€é1, é3, é3, é1 Nés, és Né3, é3 Né1, €1 Nés Né3}
e Vecteur : minuscule (gras)

Vv = v é1 + vy €y + V3 é3 (12.8)
e Bivecteur : majuscule (gras)

B = By &, A &y + By &y A &5 + Bay &3 A é; (12.9)
e Trivecteur : majuscule (normal)

T = Tiaz é1 A éa A &3 (12.10)
e Multivecteur : combinaison linéaire d'éléments G?

M=s+v+B+T (12.11))
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12.1 Structure algébrique

e Produit géométrique de multivecteurs : G* x G3 — G?
(My + M) (M3 + My) = My Ms + My My + My Ms + My My (12.12)

@ Produit intérieur : antisymétrique : vecteur et bivecteur (exercice)

1

’v-B:—B-fv:§(vB—Bv) (12.22)J

@ Produit extérieur : symétrique : vecteur et bivecteur (exercice)

1

v/\B:B/\vzi(vBJrB'v) (12.19)J

e Pseudoscalaire : relations de commutation (exercice)

vl=1v (12.25)
BI=1IB (12.28)
TI=1IT (12.29)
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12.2 Module et inverse

@ Renversement : ordre des vecteurs dans le produit (exercice)
st =5 et vl = (12.30)

B'=—-B e T'=-T (12.31)
@ Modules : généralisation de la norme (exercice)
|2

vP=v . v=v - v=02>0

B?=B'"-B=-B-B=—-B*>0 (12.32)

TP =T'T=-T%>0

@ Inverses :
. v v
¥ I w2
B B
B l=_——— 12.33
B2 ‘B|2 ( )
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12.3 Dualité

@ Dualité : 3D : dimensions 1 < 2 et 0« 3

B
v'=-=_—vl e B'=-=_BI (12.34)
I I
T
s*:;:—sl ct  I*=— =TI (12.37)/
@ Dualité du dual :
(v)" = —w et (B*)"=—-B (12.36)
(5*)" = —s et (T*) =—-T (12.39)
o Identités duales de vecteurs : (exercice)
(u-v)" =uAv* (12.43)
(uAv) =u-v* (12.46)J

o Identités duales de vecteurs et bivecteurs : (exercice)
(v-B)" =vAB* (12.49)
(wAB) =v-B* (12.52)J
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12.3 Dualité

@ Module : produit extérieur A et produit vectoriel x (exercice)
lu Av| = |u x v =|u||v||sind| (12.60)

@ Dualité : bivecteur — pseudovecteur : regle de la main droite
pseudovecteur — bivecteur : regle de la main gauche

(uAv) =uxwv (12.63)
(uxv)' = —uAv (12.65)

@ Dualité : multivecteur

(M*)* = —M (12.40)
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12.4 Réflexions

@ Décomposition parallele et orthogonale : vecteur orth. au plan n

v=Rv=n(h-v)+R-(RAV)=v +v] (12.67))

@ Projection : surn=n
v =Ps(w)=(R-v)A=n""(R- v) (12.69)

A

@ Rejection : orthogonale a i avec AL =0 et R =1

v, =Pa(v)=n-(AAv)=n(AAv)=n"'(RAD) (12.70)
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12.4 Réflexions

@ Réflexion : de v selon le plan orthogonal a nn

v = v =—v+v, (12.74)
e Développement algébrique : (12.22)
vV=—n(h-v)+n-(AAv)=— (R-v)R— (RAV) R
=— (n-v+NnAv)N=—NVN (12.77)
o Réflexion : application linéaire v — v’
vV =Fsf(v)=—nrvn (12'78)J
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12.5 Rotations

A

@ Rotation : dans le plan 111 A 715 de bivecteur unitaire B
v = F'FLQ © F’fL1 (’U) — F’ﬁ,Q (Fﬁl (U)) — g (vl)

= — Fﬁz (’fll (% ’fbl) = ’fLQ ’le (% ’fll 'ﬁ/2 (1279)

R = ’fLQ ’fl,l et RT = (’flg ’fbl)T = ’fbl ’fLQ (1280))
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12.5 Rotations

@ Rotor : rotation : i1sométrie

R?=R'R=n,ns027; =1

IRT?=RR' =fsf i fio=1 ainsi R =R"! (12.82)

@ Vecteurs unitaires : produit intérieur et produit extérieur

71 - by = COS

fu1 Ay = sing B (12.84)
@ Rotor : et renversement (12.30)

R=mfyf, =My Ay — fig Afig = cosp — sinp B

R =, iy = 7oy - g + Ay Aoy =cosp +sinp B (12.85)

@ Bivecteur : unitaire

A A A

B:=BB=-BB'=—|B?=—-1 ainsi B=i (12.86)
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12.5 Rotations

@ Phaseur : exponentielle du bivecteur ing dans le plan de rotation

o0 k A o0 - o0 -~
e:I:BLP _ Z (:l:l) Bkgok _ BZk902k N Z BQk_HgOZk_H
[ [ l
— k! — (2k)! — (2k +1)
S (DF S () e
=) +y B (12.87)
| [
— (2k)! — (2k + 1)!
@ Formule d’Euler :
e8¢ = cos o+ sinp B (12.88) |

@ Rotor : et renversement (12.88) dans (12.85)

A~ A~

R=e¢ B? et R = B¢ (12.89)

@ Rotation: v — v”

A~

v/ = RoR! = e BPyeB¥ (12.90) |
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12.5 Rotations

B Y 0 ” E
@ Angles : (exercice)
0 =20 (12.108)

@ Rotation : application linéaire : vecteur v — v”

v =Ry, (v) = e~ B2y B0/ (12.109) |

e Rotation : application linéaire : bivecteur A — A" (exercice)

A" =Ry, (A) = e B2 A B/ (12.114)
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12.6 Repeére en rotation

o Rotation : {é1,é5,é3} — {é],é,,é5}

' = R é; R (12.115)

o Rotor : et renversement : bivecteur unitaire B constant dans le plan
R=eB92 & RI=¢B92 (12.110)

o Evolution temporelle : (12.115) et (12.82) out RTR=1 et é; = cste
e, =Ré;R +Ré;R"=RR'Ré;R"+ R é& R'RR!

— RR'é, +é RR! (12.117)

Dr. Sylvain Bréchet 12 Algebre géométrique



12.6 Repeére en rotation

e Rotor : isométrie ou R =R!
RR' =1 ainsi RR' +RR'=0 (12.118)

e Evolution temporelle : rotor

RRT = _936—39/2639/2 _

0 .
° B
2 2
RR' = ¢~ B0/2B8/2 gB = gB (12.120)

@ Bivecteur vitesse angulaire : dans le plan

Q=60B (12.121)

e Evolution temporelle : rotor et renversement (12.118) — (12.121)

RRT:—%Q ainsi R:—%QR

RR' = %Q ainsi R = %RT 0 (12.122)
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12.6 Repeére en rotation

o Rotor et renversement : angle initial # (0) = 0 ainsi R (0) = R" (0) = 1

R = (-3 [ 0@)i) =en (-8 D)

RT(t) = exp @ /Ot Q () dt’) = exp (B @) (12.125)

@ Formule de Poisson : algebre géométrique (12.122) dans (12.117)

Xy (12.127)J

Dr. Sylvain Bréchet 12 Algebre géométrique



12.6 Repeére en rotation

@ Vitesse angulaire : pseudovecteur et bivecteur

Q- -w=0 et Q2] = |w] (12.130)
@ Dualité : regles de la main droite et de la main gauche

0" =w et w" = — (12.129)
o ldentité algébrique : (12.129)

& - Q=—-8& w=—(El Nw) =—éxw=wxé (12.132)

e Formule de Poisson : espace vectoriel R® (12.132) dans (12.127)

&
|

=wxé (12.134) |
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